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ΜΑΘΗΜΑ   9     
Γενικές ασκήσεις µιγαδικών 

 

 
1. 

Για το µιγαδικό  z   δίνεται ότι  6 1 4 1z z+ = − .  Να βρείτε 

i)   το  2 1z +  

ii)  το σύνολο τιµών του  2z i− . 

Προτεινόµενη λύση 

i) 

6 1 4 1z z+ = −     ⇒    2 26 1 4 1+ = −z z     

                                      (6z + 1)(6 z + 1) = (4z – 1)(4 z – 1) 
                                      36z z + 6z + 6 z + 1 = 16z z – 4z – 4 z + 1    
                                      20z z + 10z + 10 z  

                                      2 2z + z + z  = 0       (1) 

22 1+z  =  (2z + 1)(2 z + 1) 

              =  4z z + 2z + 2 z + 1          

              =  4 2z  + 2z + 2 z + 1   

              =  [2 2z  + z + z ] + 1   
(1)

=    2. 0 + 1 = 1 

Άρα   2 1z +  = 1 

ii) 

2z – i = 2z – i + 1 – 1 = (2z + 1) + (–1 – i)     
2z i−  = (2z 1) ( 1 i)+ + − −  ≤  (2z 1)+ + 1 i− −  = 1 + 2     (2) 

2z i−  = (2z 1) ( 1 i)+ + − −  ≥ 2z 1 1 i+ − − −  = 1 2−  = 2 – 1   (3) 

Από τις  (2), (3)  συµπεραίνουµε ότι  2 – 1 ≤ 2z i−  ≤  2 + 1 

Εποµένως το σύνολο τιµών του  2z i−  είναι το διάστηµα  2 1  ,   2 1 − +   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εξαντλούµε την υπόθεση  

Εκφράζουµε τον ζητούµενο   
2z – i  συναρτήσει  του  
γνωστού 2z +1  
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2. 

Για τους µιγαδικούς  1 2 3, ,z z z   δίνεται ότι   1 2 31,   3,   5= = =z z z .   

Να αποδείξετε ότι    i)     1 2 3 0z z z+ + ≠  

                                 ii)     1 2 2 3 1 3

1 2 3

25 9
15

+ +
=

+ +

z z z z z z

z z z
 

Προτεινόµενη λύση 

i) 

Έστω   1 2 3+ +z z z = 0,    τότε   1 2 3+ = −z z z    ⇒    1 2 3= 5+ =z z z . 

Θα έχουµε   5 = 1 2+z z ≤  1z + 2z  = 1 + 3 = 4   που είναι άτοπο. 
 
ii) 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι   1 2 2 3 1 3

1 2 3

25z z z z 9z z

z z z

+ +

+ +
 = 15   ⇔  

                                            1 2 2 3 3 125z z z z z z+ +  = 15 1 2 3+ +z z z  
 

1 1=z    ⇒    1z = 
1

1
z

,        2z = 3   ⇒   2z = 
2

9
z

 ,        3 5=z   ⇒   3z = 
3

25
z

 

1 2 2 3 3 125z z z z 9z z+ +  =  1 2 2 3 3 125z z z z 9z z+ +   =  1 2 2 3 3 125z z z z 9z z+ +  = 

                                    = |25
1

1
z 2

9
z

+
2

9
z 3

25
z

+9
3

25
z 1

1
z

| = 25. 9 |
1

1
z 2

1
z

+
2

1
z 3

1
z

+
3

1
z 1

1
z

| 

                                    =  25. 9| 3 1 2

1 2 3

z z z
z z z
+ + | = 25. 9 1 2 3

1 2 3

z z z

z z z

+ +
 

                                    = 25. 9 1 2 3

1 2 3

z z z

z z z

+ +
 = 25. 9 1 2 3z z z

1. 3. 5
+ +

  =  15 1 2 3+ +z z z  

 
3. 

Αν για τον   z∈ℂ    ισχύει   1z =    να αποδείξετε ότι   
z z z z

i i 2
2 2
− −

+ + − = . 

Προτεινόµενη λύση 

Έστω  z = x + yi  
z z z z

i i 2
2 2
− −

+ + − =      ⇔       
2yi 2yi

i i 2
2 2
+ + − =  

                                                        yi i yi i 2+ + − =  

                                                        i(y 1) i(y 1) 2+ + − =  

                                                        i y 1   i  y 1 2+ + − =  

                                                        1 1 2+ + − =y y  , που αρκεί να αποδειχθεί 

1z =    ⇒     2 1=z    ⇒    2x + 2y  = 1     

                                             0 ≤  2x = 1 – 2y      
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                                             0 ≤  1 – 2y     

                                            2y  ≤  1     
                                            y  ≤  1    ⇒     –1 ≤  y ≤  1     
                                                                     –1 ≤  y     και    y ≤  1     
                                                                      0 ≤  y + 1     και    y – 1 ≤  0 
Άρα   1 1+ + −y y  =  y + 1 – (y – 1)  =  y + 1 – y + 1  = 2 
 
4. 

Έστω οι   *
1 2,z z ∈ℂ   ώστε     ( )1 2 1 2

1 2 1 22011 2011 2011 −+ = +z z z z
z z z z .  Να αποδείξετε ότι 

1 2 1 2z z z z− = =    ή     *1

2

z

z
∈ℝ . 

Προτεινόµενη λύση 

Η υπόθεση   ⇒    1 2 1 2
1 2 12011 2011 2011 −+ =z z z z
z z z  + 1 2

22011 −z z
z     

                             1 1 2
1 12011 2011 −−z z z
z z   =  1 2

22011 −z z
z – 2

22011 z z      

                             1z ( 1 1 22011 2011 −−z z z )  = 2z ( 1 22011 −z z  –  22011 z )      (1) 

•    Όταν   1 1 22011 2011 −−z z z  ≠  0 ,  η  (1)   ⇒    1

2

z
z

 = 
1 2 2

1 1 2

z z z

z z z
2011 2011
2011 2011

−

−
−

−
 ∗∈ℝ  

•   Όταν   1 1 22011 2011 −−z z z  = 0    ⇒    12011 z  = 1 22011 −z z    ⇒   1z  = 1 2−z z  

      και η  (1)   ⇒    0 =  2z ( 1 22011 −z z  –  22011 z )  ⇒    1 22011 −z z  –  22011 z  = 0  ⇒       

                              1 22011 −z z  =  22011 z     ⇒    1 2−z z  =  2z  

∗Να παρατηρήσουµε ότι ο αριθµός   2011  µπορεί να είναι ο οποιοσδήποτε θετικός .                              

 
5. 

Για τους µιγαδικούς  , 0w z ≠    δίνεται ότι   2 2 2w iz w z+ = + .  Να αποδείξετε ότι  

( ) ή w  και zw z= ∈ ∈ℝ ℝ . 

Προτεινόµενη λύση 
2 2 2w iz w z+ = +   ⇒    (w + iz)( w  – i z ) = 2

w – (iz 2)    ⇒  

                                        (w + iz)( w  – i z ) = (w – iz) (w + iz)     (1) 
•    Όταν    w + iz ≠  0,     η  (1)  ⇒   w  –  i z = w –  iz   ⇒   iz  – i z  = w – w  ⇒  
                                                             i(z – z ) = w – w   ⇒   i 2i Im(z) = 2i Im(w) 
                                                             i Im(z) =  Im(w)   ⇒    
                                                             Im(z) = 0  και   Im(w) = 0  ⇒  
                                                             z ∈ℝ    και   w ∈ℝ  
•    Όταν    w + iz  = 0   ⇒    w = – iz   ⇒    w  =  iz−   ⇒   w  = z  
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6. 

Για τους µιγαδικούς  ,w z    δίνεται ότι   2 24z 9w 0+ = .   Να αποδείξετε ότι  

3 2 13

z w z w−
= =  

Προτεινόµενη λύση 

2 24z 9w 0+ =    ⇒     2 2 24z i 9w 0− =  
                                    (2z 2) – (3iw 2)  = 0 
                                    (2z – 3iw)( 2z + 3iw) = 0 
                                    2z – 3iw = 0    ή    2z + 3iw = 0 
                                    2z  = ± 3iw       (1) 
                                   │2z│  = │± 3iw│ 

                                    2│z│  = 3│w│     ⇒    
3 2
=

z w
 

(1)    ⇒      z =  ± 3
2

 iw 

│z – w│=│± 3
2

 iw – w│=│w(± 3
2

 i – 1) = w │–1 ±  3
2

 i │= w 91
4

+  =  w 13
2

 

 Άρα    │z – w│=  w 13
2

   ⇒     
13

−z w
  =  

2
w

 

 
7. 

Αν για τον   z∈ℂ    ισχύει  │z + z │ +│z – z │= 2 z ,   δείξτε ότι  z∈ℝ .  

Υπόδειξη.    
Ύψωσε  τα δύο µέλη  στο τετράγωνο, Πράξεις – αναγωγή οµοίων όρων 

Οπότε   2z – 2z  = 0       2z – z z  = 0        z(z – z ) = 0 

8. 
Για κάθε   *z ,   ∈ ν∈ℂ ℕ ,  να αποδείξετε ότι οι εικόνες των µιγαδικών                             

2
z

w 1
z

ν
 

= +  
 

 και   
2

z
u 1

z

ν
 

= −  
 

 ορίζουν ευθεία που διέρχεται από την  

αρχή των αξόνων. 

Προτεινόµενη λύση 

∆ες πρώτα στο Μάθηµα  6  την άσκηση – πρόταση 19 

Είναι   
2

z
w 1

z

ν
 

= +  
 

= 
2

z z
z

ν
 +
  
 

   και   
2

z
u 1

z

ν
 

= −  
 

= 
2

z z
z

ν
 −
  
 

 

Αρκεί να ισχύει   u = λw,  όπου  λ∈ℝ   ⇔   u
w
∈ℝ   ⇔  

2
z z
z z

ν
 −
  + 

∈ℝ   ⇔       
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2
z z
z z

ν
 −
  + 

=  
2

z z
z z

ν
 −
  + 

 ⇔    
2

z z
z z

ν
 −
  + 

= 
2

z z
z z

ν
 −
  + 

⇔   

2

2

z z
z z

z z
z z

ν

ν

 − 
 + 

 − 
 + 

 = 1  ⇔  

2
z z
z z
z z
z z

ν
 − 
 + 
 −
 + 

= 1  ⇔   
( )( )
( ) ( )

2
z z z z

z z z z

ν
 − +
  + − 

= 1  ⇔   

22

2

zz z z z z z

zz z z z z z

ν
 + − −
 
 − + − 

= 1  ⇔     

                                                                                ( )21 ν
− = 1   που ισχύει 

9. 

Αν για το µιγαδικό  z  ισχύει  6z− + 
6

z
−

= 132− ,   να αποδείξετε ότι   |z| ≤ 2 

Προτεινόµενη λύση 
6z− + 

6
z
−

= 132−    ⇒     6z− + 6z− = 132−     

                                      2Re( 6z− ) = 52−  

                                      Re( 6z− ) = 62−  

Άρα   6z−  = 62− + yi    ⇒    | 6z− | = ( )26 22 y− +  ≥ ( )262−  = 62−  

                                      6z −  ≥  62−       

                                            6
1
z

 ≥  6
1
2

 

                                            62 ≥ 6z    

                                             2 ≥ z  

 
10. 

Αποδείξτε ότι, η εξίσωση     
1 2 5

 . . . 0
1 2 5z z z
+ + + =

+ + +
    έχει µόνο πραγµατικές ρίζες. 

 Προτεινόµενη λύση 

1 2 5
 . . . 0

1 2 5z z z
+ + + =

+ + +
      (1)      ⇒     (συζυγής στα δύο µέλη) 

1 2 5
 . . . 0

1 2 5
+ + + =

+ + +z z z
      (2)                                        

(1) – (2)  ⇒   
1

1+z
– 

1
1+z

   +  
2

2+z
– 

2
2+z

  +   .   .    .   +  
5

5+z
– 

5
5+z

  =  0     

                     
1 1

( 1)( 1)
+ − −
+ +
z z

z z
  +   2 

2 2
( 2)( 2)
+ − −
+ +
z z

z z
  +   .    .    .    +  5 

5 5
( 5)( 5)
+ − −
+ +
z z

z z
  =  0   

1z = 2z     ⇒     1z = 2z  
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                     21

−

+

z z

z
 +  2 22

−

+

z z

z
  +  .    .    .   + 5 25

−

+

z z

z
 = 0    ⇒  

                   ( z – z) 2 2 2
1 2 5   .  .  .  

z 1 z 2 x 5

 
 + + +
 + + + 

 = 0     
∗
⇒  

                   z – z = 0    ⇒    z  = z     ⇒    z∈ℝ  
      
∗    Η ποσότητα της παρένθεσης είναι θετική  σαν άθροισµα µέτρων. 
 
 
11. 

Θεωρούµε την εξίσωση   1

1z
λ
−α

+ 2

2z
λ
−α

+  .  .  .  + 1

1z
λ
−α

 = λ    µε άγνωστο  z∈ℂ ,   

όπου  οι  1λ ,  2λ ,  .  .  . , νλ  είναι θετικοί ,   και οι  1α ,  2α ,  .  .  . , να  και  λ  είναι  
πραγµατικοί ≠ 0.  Να αποδείξετε ότι  η εξίσωση έχει όλες τις ρίζες της πραγµατικές. 

Προτεινόµενη λύση 

Πάµε µε απαγωγή σε άτοπο 
Έστω  z = x + yi   µε  y ≠ 0   µια καθαρά µιγαδική ρίζα της εξίσωσης    (1) 

Τότε  ο  z  την επαληθεύει     1

1z
λ
−α

+ 2

2z
λ
−α

+  .  .  .  + 1

1z
λ
−α

 = λ         (2) 

Αν στην εξίσωση φανταστούµε την απαλοιφή των παρανοµαστών, προκύπτει 
εξίσωση µε πραγµατικούς συντελεστές.  Οπότε ρίζα της εξίσωσης θα είναι και ο z . 

Τότε  ο  z  την επαληθεύει     1

1z
λ
−α

+ 2

2z
λ
−α

+  .  .  .  + 1

1z
λ
−α

 = λ      (3) 

(3) – (2)  ⇒    1 1

1 1z z
λ λ 

− −α −α 
+ 2 2

2 2z z
λ λ 

− −α −α 
+  .  .  . + 

z z
ν ν

ν ν

λ λ 
− −α −α 

= 0 

                       1λ ( )( )
1 1

1 1

z z
z z
−α − +α

−α −α
 +  .   .  .   .  .   .   .   .   .   .  + νλ ( )( )

z z
z z

ν ν

ν ν

−α − +α

−α −α
= 0 

                       1λ 2

1

z z
z
−
−α

 +  .   .  .   .  .   .   .   .   .   .   .  .  .  .  + νλ 2
z z

z ν

−
−α

= 0 

 

                        (z – z ) 1
2 2

1

 .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 
z z

ν

ν

 λλ
 + +
 −α −α 

 = 0 

                        z – z  = 0   αφού η παρένθεση είναι θετική 

                        z = z  

                        z∈ℝ   που είναι άτοπο κατά την  (1) 
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12. 

Αν   *ν ∈ℕ    και  α,β∈ℝ ,να δείξετε ότι,  η εξίσωση     
1 iz

i
1 iz

ν
+  = α +β − 

   έχει ρίζες 

πραγµατικές, τότε και µόνο τότε , όταν 2 2 1α +β =  

Προτεινόµενη λύση 

Ευθύ:   (Η  εξίσωση έχει ρίζες πραγµατικές.  Θα αποδείξουµε ότι  2 2 1α +β = ) 

Έστω  x  µία πραγµατική ρίζα της εξίσωσης    ⇒  

1 ix
i

1 ix

ν
+  = α +β − 

   ⇒     1 ix
1 ix

ν
+
−

 =  iα +β  = 2 2α +β     

                                         1 ix
1 ix
+
−

 =  2 2ν α +β    

                                         
1 ix
1 ix
+

−
 = 2 2ν α +β     

∗
⇒   1 = 2 2ν α +β     ⇒   2 2 1α +β =  

∗     Είναι συζυγείς, άρα έχουν ίσα µέτρα 

Αντίστροφο:   (Ισχύει  2 2 1α +β = . Θα αποδείξουµε ότι  η εξίσωση  
1 iz

i
1 iz

ν
+  = α +β − 

    

έχει ρίζες πραγµατικές) 
Έστω   z∈ℂ   µια  ρίζα της εξίσωσης     

1 iz
i

1 iz

ν
+  = α +β − 

  ⇒     1 iz
1 iz

ν
+
−

 =  iα +β  =  2 2α +β  = 1  = 1 

                                        1 iz
1 iz
+
−

 = 1   ⇒   
1 iz
1 iz
+

−
 = 1  ⇒  1 iz+  = 1 iz−  

                                        21 iz+  = 21 iz−  ⇒   (1 + iz)(1– i z ) = (1 – iz)(1+ i z ) 

                                        1 –  i z  + iz + z z  =  1 + i z  – iz + z z   ⇒  

                                        2iz = 2i z    ⇒    z = z   ⇒   z∈ℝ  
 

13. 

Να λύσετε το σύστηµα    
z w 2

z w 1
2 zw 3


 = =

+ =

 +

 

Προτεινόµενη λύση 

Περιορισµός :    2 + zw ≠  0  

2=z    ⇔   
2 4=z    ⇔   z z  = 4   ⇔   z  = 4

z
    και οµοίως    w = 4

w
 

1
2 3
z w

zw

+
=

+
   ⇔    3(z + w) = 2 + zw    (1)    ⇔    3( z + w ) = 2 + z w      

                                                                                 3( 4
z

 + 4
w

) = 2 +  4
z

 4
w

 

Όταν δε µπορούµε να 
γράφουµε ισοδυναµίες, 
διακρίνουµε το ευθύ 
από το αντίστροφο 

1z = 2z     ⇒     1z = 2z  



 

 

8

                                                                                 3 . 4  w z
zw
+  = 2 + 16

zw
 

                                                                                 6 (z + w) = zw + 8       (2) 
(2) – (1) :    3(z + w) = 6    ⇔     z + w = 2     ⇔      w = 2 – z      (3) 

(1)  ⇔   3(z + 2 – z) = 2 + z (2 – z)   ⇔    6  = 2 + 2z – 2z   ⇔   2z –  2z + 4 = 0               

∆ = 4 – 16 = – 12 ,    z = 2 i 12
2

±  = 1± 3  

(3)  ⇔   w = 2 – (1± 3 ) = 2 – 1 ± 3  = 1 ± 3  

Άρα   (z, w) = (1 + 3 ,   1– 3 )    ή     (1– 3 ,   1 + 3 )  
Με αντικατάσταση στον περιορισµό διαπιστώνουµε ότι και οι δύο λύσεις είναι δεκτές. 
 
14. 
Οι εικόνες των µιγαδικών  1 2 3, ,z z z   ορίζουν τρίγωνο  1 2 3P P P   µε ορθόκεντρο την αρχή  Ο.  
Να δειχτεί ότι  1 2 2 1 2 3 3 2 3 1 1 3z z z z z z z z z z z z+ = + = + . 
Προτεινόµενη λύση 

Έστω   1z = 1x + 1y i,      2z = 2x + 2y i,      3z = 3x + 3y i 

1ΟΡ
�����

 ⊥  2 3Ρ Ρ
�����

   ⇒    1ΟΡ
�����

 . 2 3Ρ Ρ
�����

  = 0    ⇒   1x ( 3x – 2x ) + 1y ( 3y – 2y ) = 0 
                                                                        1x 3x – 1x 2x  + 1y 3y  – 1y 2y  = 0     

                                                                        1x 2x + 1y 2y  =  1x 3x + 1y 3y      (1) 

                                                       κυκλικά    2x 3x + 2y 3y  = 2x 1x + 2y 1y      (2) 

                                                       και            3x 1x + 3y 1y  =  3x 2x + 3y 2y     (3) 
 
Για την ισότητα                 1 2 2 1 3 1 1 3+ = +z z z z z z z z  

αρκεί να αποδείξουµε       1 2 1 2+z z z z  = 3 1 1 3+z z z z  
                                           2Re( 1 2z z ) = 2Re( 3 1z z ) 
                                           Re( 1 2z z ) = Re( 3 1z z ) 

Αλλά   1 2z z  =  ( 1x + 1y i) ( 2x – 2y i)  =  ( 1x 2x + 1y 2y ) + ( ………)i 
οπότε   Re( 1 2z z ) = 1x 2x + 1y 2y  
και  οµοίως    Re( 3 1z z ) = 3x 1x  + 3y 1y  

Έτσι,  αρκεί να αποδείξουµε ότι  1x 2x + 1y 2y  = 3x 1x + 3y 1y ,  που ισχύει από την  (1) 

Οµοίως αποδεικνύεται ότι    2 3 3 2 3 1 1 3+ = +z z z z z z z z  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Το ορθόκεντρο οδηγεί  
σε γεωµετρία  άρα σε 
συντεταγµένες 
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15. 
Οι  µιγαδικοί  1 2 3,  ,  z z z   είναι διάφοροι µηδενός και διαφορετικοί µεταξύ τους.      

Θεωρούµε τους µιγαδικούς  31 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2

,   ,   
zz z

w w w
z z z z z z

= = =
− − −

. 

Αν οι  1 2,w w   είναι φανταστικοί να δειχθεί ότι και ο 3w   είναι φανταστικός. 
Σ’ αυτή την περίπτωση να δειχθεί ότι η αρχή των αξόνων είναι ορθόκεντρο του  
τριγώνου   1 2 3A A A ,  όπου  1 2 3A ,  A ,  A   οι εικόνες των  1 2 3,  ,  z z z . 

Προτεινόµενη λύση 

1w    φανταστικός    ⇒    1w  = – 1w     ⇒     1

2 3−
z

z z
 = – 1

2 3−
z

z z
 

                                                          1z ( 2z  – 3z ) = – 1z ( 2 3−z z ) 
                                                           1 2z z  – 1 3z z  = – 1z 2z  + 1z 3z  

                                                        1 2z z  + 1z 2z  = 1 3z z + 1z 3z      (1) 

Οµοίως   2w    φανταστικός    ⇒      2 3z z  + 2z 3z  = 2 1z z  + 2z 1z     (2)  

Αρκεί να αποδείξουµε ότι            3w  = – 3w  

                                               3

1 2−
z

z z
 = – 3

1 2−
z

z z
 

                                              …………………… 
                                           ………………………… 
                                      3z 1z  + 3z 1z  = 3z 2z  + 3z 2z     
που ισχύει από τις  (1),  (2)  αφού έχουν κάποια µέλη τους ίσα. 
 
Η συνέχεια είναι το αντίστροφο της άσκησης  14.  ∆ούλεψε µε τον ίδιο τρόπο. 
 
 
16. 

Έστω το σύνολο  { }: 1S z z= ∈ =ℂ . 

i.   Αν  1 2,z z S∈   να αποδείξετε ότι  1 2z z S∈     και    
1

1
S

z
∈  

ii.  Να βρείτε όλους τους µιγαδικούς  z S∈ ,  για τους οποίους ισχύει   

     
4 2

4 2

1
1

z z

z z

− −
∈

+ −
ℝ  

Προτεινόµενη λύση 

i) 

1 2,z z S∈   ⇒   1z  = 2z  = 1    

1 2z z  = 1z  2z  =  1 . 1  = 1,  άρα   1 2z z S∈  

1

1
z

 = 
1

1
z

 =  1
1

 = 1      άρα    
1

1
S

z
∈                                  

ii)   
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z S∈    ⇒     z  = 1    ⇒    
2z  = 1     ⇒       z z  = 1    ⇒     z  = 1

z
 

4 2

4 2

1
1

− −
= ∈

+ −
ℝ

z z

z z
λ    ⇒     

4z – 
2z – 1 = λ( 4z + 

2z – 1)         

                                           4z – 
2z – 1 = λ 4z + λ 

2z – λ 
                                           4z – 

2z – 1 – λ 4z – λ 
2z + λ = 0 

                                           (1 – λ) 4z  – (1 + λ) 2z  – (1 – λ) = 0      (1)                                
 
(1)    ⇒      (1 – λ) 4z  – (1 + λ) 2z  – (1 – λ) = 0     

                  (1 – λ) 4
1
z

 – (1 + λ) 2
1
z

 – (1 – λ) = 0    

                  (1 – λ) – (1 + λ) 2z – (1 – λ) 4z  = 0     (2) 
 
(1) + (2)    ⇒     –2(1 + λ) 2z  = 0     (3) 
•    Όταν   1 + λ ≠ 0,    η  (3)   ⇒    2z = 0    ⇒    z = 0   απορρίπτεται αφού  z = 0 ≠ 1 
•    Όταν   1 + λ = 0   δηλαδή  λ = –1,  η  (3)  ισχύει  για κάθε  z∈ℂ . 
      Αλλά   (1)   ⇒     2 4z – 2 = 0 
                                  4z – 1 = 0 
                                  ( 2z – 1)( 2z + 1) = 0 
                                  2z – 1 = 0   ή   2z + 1 = 0 
                                  2z = 1         ή     2z = –1  
                                  z = 1    ή    –1    ή     i     ή    – i   
 
Ένας πιο κλασσικός τρόπος για το  (ii) 

4 2

4 2

1
1

z z

z z

− −
∈

+ −
ℝ     ⇔     

4 2

4 2

1
1

− −
+ −

z z

z z
 = 

4 2

4 2

1
1

− −
+ −

z z

z z
 

                                      
4 2

4 2

1
1

− −
+ −

z z

z z
 = 

4 2

4 2

1 1
1

1 1
1

− −

+ −

z z

z z

 

                                      
4 2

4 2

1
1

− −
+ −

z z

z z
 = 

2 4

2 4

1
1
− −
+ −
z z

z z
 

4z + 6z – 8z – 2z – 4z + 6z –1 – 2z + 4z  =  4z – 6z – 8z  + 2z – 4z – 6z –1 + 2z + 4z  
                                      4 6z – 4 2z  = 0           ( z  = 1  ⇒    z≠ 0) 

                                      4z – 1 = 0 

                                      ( 2z – 1)( 2z + 1) = 0 

                                      2z – 1 = 0   ή   2z + 1 = 0 

                                      2z = 1         ή   2z = –1  ⇔   z = 1  ή   –1   ή    i    ή    – i   
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17. 

Να βρεθεί ο µιγαδικός  5z ,  όταν  5 1 1z z= + = . 

Προτεινόµενη λύση 

1=z     ⇒     5 1=z     ⇒     5 1=z   

Θέτουµε   5z = w. 

Η    5 1=z     γίνεται   1=w    ⇔    2 1=w     ⇔     w w  = 1    ⇔    w = 1
w

 

Η    5 1 1+ =z    γίνεται    1 1+ =w    

                                         21 1+ =w  
                                         (w + 1)( w + 1) = 1 
                                         w w  + w + w + 1 = 1 

                                         1 + w + 1
w

 = 0 

                                         w + 2w + 1 = 0 
                                        2w + w + 1 = 0 

∆ = 1 – 4 = –3                  w = 1 i 3
2

− ±     άρα  5z = 1 i 3
2

− ±  

 
18. 
Έστω οι µιγαδικοί  1 2 3, ,z z z   µε εικόνες  Α,Β,Γ αντίστοιχα, για τους οποίους ισχύει     

1 3z z≠     και   ( )1 2 1 3

1 3
2 2

z z i z z
 

− = + −  
 

.   Να δειχθεί ότι το τρίγωνο  ΑΒΓ  

είναι  ισόπλευρο. 

Προτεινόµενη λύση 

( )1 2 1 3

1 3
2 2

z z i z z
 

− = + −  
 

    ⇒    1 2z z−  = 31 i
2 2
+  1 3z z−     (1) 

αλλά    31 i
2 2
+  = ( )

22 31
2 2

 
+  
 

 = 1 3
4 4
+  = 4

4
 = 1 

(1)   ⇒    1 2z z− = 1 3z z−    ⇒     (ΒΑ) = (ΓΑ) 
 

( )1 2 1 3

1 3
2 2

z z i z z
 

− = + −  
 

   ⇒   ( )2 1 3 1

1 3
2 2

 
− = + − −  

 
z i z z z     

                                                          ( )3 2 3 1 3 1

1 3
2 2

 
− = + + − −  

 
z z z i z z z  

                                                          3 2 3

1 3
2 2

 
− = + +  

 
z z z i 1z  – 

1 3
2 2

 
+  

 
i 3z – 1z  

                                                          3 2−z z = 1z
1 3

1
2 2

 
+ −  

 
i – 3z

1 3
1

2 2

 
+ −  

 
i  

1z = 2z   ⇒    1z  = 2z  
όχι  αντίστροφα 

Πάµε για  1 2z z−  = 2 3z z−  = 3 1z z−  
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                                                          3 2−z z = 
1 3

1
2 2

 
+ −  

 
i ( 1z – 3z ) 

                                                          3 2−z z  = 
1 3
2 2

 
− +  
 

i ( 1z – 3z ) 

                                                          3 2z z−  = 31 i
2 2

− +  1 3z z−     (2) 

αλλά    31 i
2 2

− +  = ( )
22 31

2 2
 
+  
 

 = 1 3
4 4
+  = 4

4
 = 1 

(2)   ⇒    3 2z z− = 1 3z z−    ⇒     (ΒΓ) = (ΓΑ) 
 
19. 

i)     Για τους  ,z w∈ℂ    να αποδείξετε ότι    ( ).ΟΛ ReΟΚ =
���� ����

zw ,   όπου  K, Λ   οι  
       εικόνες των   ,z w   στο µιγαδικό επίπεδο. 
ii)    Έστω οι  1 2 3, ,z z z ∈ℂ    µε   1 2 3 1z z z= = =    

       και    ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2 3 2 3 1 3 1 2 0z z z z z z z z z+ + + + + =  

Να αποδείξετε ότι   OA.OB OB.O O .OA 0+ Γ + Γ =
���� ���� ���� ���� ���� ����

,   όπου  A,Β,Γ  οι εικόνες των   
1 2 3, ,z z z    στο µιγαδικό επίπεδο. 

Προτεινόµενη λύση 

i) 

Έστω   z = x + yi   και   w = u + vi 
.ΟΛΟΚ

���� ����
= xu + yv     (1)  

zw = (x + yi)( u – vi) = xu +yv   +  (             )i    ⇒     ( )Re zw = xu + yv     (2) 

(1),  (2)     ⇒      ( ).ΟΛ ReΟΚ =
���� ����

zw  

ii)     

Αρκεί να δειχθεί ότι    Re( 1z 2z ) +  Re( 2z 3z ) + Re( 3z 1z ) = 0 
ή  αρκεί                       Re( 1z 2z + 2z 3z + 3z 1z ) = 0   
δηλαδή αρκεί ο   1z 2z + 2z 3z + 3z 1z    να είναι φανταστικός     

ή  αρκεί       1z 2z + 2z 3z + 3z 1z  = – 1 2 2 3 3 1(z z z z z z )+ +    

                    1z 2z + 2z 3z + 3z 1z  + 1 2 2 3 3 1(z z z z z z )+ +  = 0 

                    1z 2z + 2z 3z + 3z 1z  + 1z 2z + 2z 3z + 3z 1z  = 0 

                    1z
2

1
z

+ 2z
3

1
z

+ 3z
1

1
z

+ 
1

1
z 2z + 

2

1
z 3z + 

3

1
z 1z  = 0 

                    2
1z 3z + 2

2z 1z + 2
3z 2z + 2

2z 3z + 2
3z 1z + 2

1z 2z  = 0 

                    ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2 3 2 3 1 3 1 2 0z z z z z z z z z+ + + + + =     που ισχύει από υπόθεση 

 

 

 

Σύνδεση των µιγαδικών µε  
το εσωτερικό γινόµενο 
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20. 
Για τους µιγαδικούς  1z , 2z , 3z  δίνεται ότι  | 1z | = | 2z | = | 3z | = 1.   
 i)  Αν  Re( 1z 2z ) = 3  και κυκλικά ,  να υπολογίσετε το  | 1z + 2z |  και κυκλικά 

ii)  Να αποδείξετε ότι   Re 1

2

z
z
 
 
 

 + Re 2

3

z
z
 
 
 

 + Re 3

1

z
z
 
 
 

 ≥ –3 

Προτεινόµενη λύση 

Θυµίζουµε την ισοδυναµία :   |z| = 1  ⇔   z z = 1   ⇔   z = 1
z

 

i) 
| 1z + 2z |2 = ( 1z + 2z )( 1z + 2z )  =  
                = 1z 1z + 1z 2z + 2z 1z + 2z 2z  =  

                = | 1z |2 + 1z 2z + 1 2z z 1z  + | 2z |2 =  
                = 1 + 2 Re( 1z 2z ) + 1 =  

                = 2 + 2 Re( 1z 2z ) =     (1) 

                = 2 + 2 . 3 = 8      άρα     | 1z + 2z | = 8  = 2 2  
ii) 
Από την  (1)  έχουµε  2 + 2 Re( 1z 2z ) = | 1z + 2z |2 ≥ 0   ⇒   1 + Re( 1z 2z ) ≥ 0 
                                                                                                Re( 1z 2z ) ≥ – 1 

                                                                                                Re 1

2

z
z
 
 
 

 ≥ – 1 

Κυκλικά και προσθέτουµε κατά µέλη 
 

21. 
Για τους µιγαδικούς  1z , 2z  ≠ 0  και  τον πραγµατικό α ≠ ±1  δίνεται ότι 

| 1z  + α 2z | = | 2z + α 1z |.  Να αποδείξετε ότι  
3 3

2 21 2
1 2 2 1

2 1

z z
z z z z

z z
+ + +  ≤ 4 3

1z    

Προτεινόµενη λύση 
| 1z  + α 2z | = | 2z + α 1z |   ⇔            | 1z  + α 2z |2 = | 2z + α 1z |2   

( 1z  + α 2z )( 1z +α 2z ) = ( 2z + α 1z )( 2z + α 1z ) 

1z 1z + 1z α 2z + α 2z 1z + α2
2z 2z  = 2z 2z + 2z α 1z + α 1z 2z + α2

1z 1z  
| 1z |2 + α2 | 2z |2 = | 2z |2 + α2| 1z |2 

| 1z |2 + α2 | 2z |2 – | 2z |2 – α2| 1z |2 = 0 

α2 ( )2 2

2 1z z− – ( )2 2

2 1z z− = 0 

( )2 2

2 1z z− ( α2 – 1) = 0 

| 1z |2 –  | 2z |2 = 0 
| 1z |2 =  | 2z |2 

          | 1z | =  | 2z |      (1) 
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Είναι   
3 3

2 21 2
1 2 2 1

2 1

z z
z z z z

z z
+ + +  = 

3 3 3 3
1 2 2 1

1 2
2 1

z z z z
z z

z z
+ +

+  =  

                                                     = 
3 3 3 3
1 2 2 1

1 2
2 1

z z z z
z z

z z

+ +
+  =  

                                                     = 3 3
1 2z z+ 1 2

2 1

1 1z z
z z
+  

(1)

=  

                                                     = 3 3
1 2z z+ 1 2

1

z z

z

+
 =  

                                                     = 3 3
1 2z z+ 1 2

1

z z

z

+
 

( )∗

≤    

                                                        ( )3 3
1 2z z+ 1 2

1

z z

z

+
 =   

  ∗  Τριγωνική ανισότητα             = ( )3 3

1 2z z+ 1 2

1

z z

z

+
 

(1)

=  

                                                     = ( )3 3

1 1z z+ 1 1

1

z z

z

+
 = 2

3

1z 1

1

2 z

z
 = 4

3

1z  

 
22. 

Αν για τους µιγαδικούς  z,  w  ισχύει   |z| ≤ |w|,  να αποδείξετε ότι  

                               |1 – z| – |1– w| ≤ 1 + 
z
w

  

Προτεινόµενη λύση 

Είναι    |1 – z| ≤ 1 + |z|    (1) 
Είναι    |1 – w| ≥ |w| – 1   ⇒     – |1 – w| ≤ 1 – |w|     (2) 
(1) + (2)    ⇒     |1 – z| – |1– w| ≤ 2 + |z| – |w|     (3) 

Από την  (3)  και την αποδεικτέα,  αρκεί να αποδείξω ότι    

2 + |z| – |w| ≤ 1 + 
z
w

    αρκεί   1 + |z| – |w| ≤ 
z
w

 

                                                   |w| + |z| |w| – |w|2 ≤  |z| 

                                                   0 ≤ |w|2 + |z| – |z| |w| – |w| 

                                                   0 ≤ |w| (|w| – 1) – |z| (|w| – 1) 

                                                   0 ≤ (|w| – 1) (|w| – |z|)     

Αλλά   |z| ≤ |w|  ⇒   |w| – |z| ≥ 0  
Οπότε  αρκεί να αποδείξω         0 ≤ |w| – 1   
                                                   |w| ≥ 1    (A)   

 Μεγάλης δυσκολίας 
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∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
1

ο
)    Όταν  |w| ≥ 1  ισχύει  η  (Α)  άρα και η αποδεικτέα 

2
 ο

)    Όταν  |w| < 1   
         Τρ. ανισότητα :    |1 – z| – |1– w|  ≤  |(1 – z) – (1 – w)| = 1 – z – 1 + w| = 

                                                               = |w – z|  ≤  |w| +| z|  =  |w|
z

1
w

 
+  

 
 <  

                                                               < 1. 
z

1
w

 
+  

 
 = 

z
1

w
+  

 
 23. 
Για τους µιγαδικούς  1z , 2z , . . . , zν  δίνεται ότι   1z + 2z + . . . + zν = 0    

                                                                        και   | 1z | = | 2z | = . . .  = | zν | = 1 

Να αποδείξετε, ότι για κάθε  z∈ℂ   ισχύει    |z – 1z | + | z – 2z | + . . .  + | z – zν |  ≥  ν 

Προτεινόµενη λύση 

Θυµίζουµε την ισοδυναµία :  |w| = 1   ⇔   w = 1
w

 

|z – 1z | + | z – 2z | + . . .  + | z – zν | = 
1

1z
z

−  + …………………….. 

                                                         = 1

1

zz 1
z
−

 +………………………….. 

                                                         = 1

1

zz 1

z

−
 +………………………….. 

                                                         = 1zz 1
1
−

 +………………………….. 

                                                         = | 1z z – 1| +  .   .   .   +  | zν z  – 1| ∗
≥  

                                                            |( 1z z – 1) +  .   .   .   +  ( zν z  – 1) | =  

                                                         = | 1z z +  . . .  + zν z  – 1 –  . . .  – 1 | = 

                                                         = |( 1z +  . . .  + zν ).z – ν | =   
                                                         = |0.z – ν| = ν 
 
∗  Τριγωνική ανισότητα για  ν  προσθετέους 
 
 

 

 Μεγάλης δυσκολίας 


